Postupnost’ a limita postupnosti.

Postupnost’
Nech N je mnoZina prirodzenych Cisel. Zobrazenie f : N — do akejkol'vek mnoZiny sa
nazyva nekonecna postupnost’.
Inak postupnost’ moézeme definovat’ takto:
Ak kazdému prirodzenému cislu n € N je podla urceného pravidla (predpisu)
priradené prave jedno a, € R, potom ay, a, ..., a, nazyvame postupnost cisel.
a1,a,...,ap SU Cleny postupnosti a a, je n — ty ¢len.
Postupnost’ zapisujeme tieZ {a, }::1 alebo kratko {a, }.

Pr:
_ , |1 11 1
Harmonicka postupnost’ s —¢r =1,—,—,...,—.
n 23 n
Pr:
{ﬂ} = 0,1,0,1,...
2
VetaIV.1:

Postupnost’ {an} je {rastﬁca; neklesajuca; klesajuca; nerastﬁca} vtedy a len vtedy, ak

pre kazdé prirodzené Cislo n plati {an (a,.,;a,<a,;;a)a,;d, an“}

n+1»° n+l2> “n

Pr:

Postupnost’ {L} = 1,%,...,%, .... je klesajuca

2
n n

Postupnost’ {2 —Lz} =1,2- 1 2 — l je rastuca
n 4 9

Hovorime, e postupnost'{a, } je zhora (zdola) ohrani¢ena, ak 3K € R (Ik € R) také, ze
preVn e Nplatia, <K (a, > k).
Ak postupnost’ je zhora aj zdola ohrani¢end, potom hovorime, Ze je ohranic¢ena.

Ak mame harmonickt postupnost’ {l} = 1,%,%,... mdzeme z nej vybrat’ postupnost’l,
n

Py geee

W | =
[

t.j. kazdy neparny cClen, alebo%,%,%,... kazdy parny ¢len a pod.

Tieto postupnosti nazyvame vybrané postupnosti.



Postupnost’ {an} nazyvame aritmetickou, ak Vn e N plati a,,, =a, +d, kde d je diferencia
arirmetickej postupnosti.

Pr:

Postupnost’ 2,5.8,..., je aritmeticka s d=3.

=a,q,q#0nqg#1, kde g

n+l

Postupnost’ {an} nazyvame geometrickou, ak Vn € N platia
nazyvame kvocientom geometrickej postupnosti.

_ n-1,
Cln =a,q .S

Pre geom. post. plati:

a
s—r.,  __ .
as :arq ’S_ s
—d

s, -ucet prvychn - ¢lenov

Limita postupnosti

Def:
Cislo a sa nazyva limita postupnosti {a, }, ak ku kazdému &islu £)0 existuje také &islo ny, 7e

pre vSetky prirodzené Cisla n)n, plati

a, — a|<g.
Pomocou kvantifikatorov mozeme skuto¢ne zapisat’:
lima, =a < Ve)03n Vn)n, : |an — a|<g.

n—»o0

Ak si uvedomime, e & - ové okolie bodu a U, (a —&,a + £), potom definicie mdzeme
formulovat’ aj takto:

Def:
Cislo @ sa nazyva limita postupnosti {an } , ak v kazdom okoli U, (a) lezia skoro vSetky ¢leny

postupnosti {a, }.

Zapisujeme to:lima, = a alebo a, —>a.

n—x0

Veta [V.2:

Nech {an } je konvergentna a ma limitu a. Potom kazda z nej vybrana postupnost’
konverguje a ma limitu a.

Veta IV.3:

Kazd4 postupnost’ mé najviac jednu limitu.



Veta IV .4:

Nech pre vsetky ¢leny postupnosti [a, ] plati a, < A(an > A) anech lima, =a.

n—>0

Potom a < A(a > A).
Veta IV.5:

Nech lim a, = a, lim b, = aanech prekazdé ne Nplati a, <b, <c,,

n—w n—>o0

potom aj lim b, = a.

n—>w0

Pr:
Vypocitajte limitu {1 + smnn}
l<sinnslo LS 1
2" 2" 2 /+ 1
- s <18 1
2)1 2}’! 2}’1
lim a, = lim(l _ j = 1 lim(l +ij = 1= lim(l + 30 ”) =1
n—o n—o 2” n—o 2” n—o 2”
Veta IV.6:
Kazda konvergentna postupnost’ je ohranicena.
Dokaz:
Nech {an} —>at].Ve)0tj.ajpre g =1 existuje ny také, Ze pre vSetky nyn, je
a, —a|<l.
Teda kazdy ¢len postupnosti pre n)n, je ohrani¢eny:
a,| = |an -a+ a| < |an - a| + |a|<1 + |a|.

Nech 4 = maxﬂan | pren <n, }
Ak K =max{d,l+|a

je ohranicena.

}, potom

al’l

Veta IV.7:

Kazd4 monoténna o ohrani¢end postupnost’ je konvergentna.

(K pre Vn e N. To znamena, Ze postupnost’ {an}



Veta IV.8:

Ak st postupnosti {a, },{b, } konvergentné, tak aj postupnosti {a, +b, },{a,b, } st
lim(a, +b,) = a+b

n—>0

konvergentné. Ak lim a, = a, lim b, = b, potom

n>e ne lim(a, b,) = ab
. a a
Ak b # OpreVn € Nab # O,potomllmb—” = e
Dokaz:

DokaZeme tvrdenie iba pre sucet postupnosti. Treba dokéazat’, ze
V)0, In,Vnyn,,je |(an +b,)—(a+ b)|(g. Z predpokladu postupnosti {a, },{b, }st

konvergentné t.j.:

Vg)O(teda aj pre §>Oj3”1 Vnyn, plati |an - a|(§

V@O(teda ajpre g)OjEln1 Vnyn, plati|b, —b|(§

Polozme n, = max{n,,n,} a potom pre kazdé nyn,, (n)n,, nyn, ) plati

& &
a, —a|<5, b, —b|<5

&

|(an+bn)—(a+b)|=|(an—a)+(bn—b)|£|an—a|+ 2

b, —b|<§+

Teda dokazali sme, ze V&)0, In, = max{nl, nz}, také, Zze Vn)yn, je|(an +b,) - (a+ b](g.

Uvazujeme postupnost’ {a, } = {n2 } =1,2%,3%,...,n° zrejme postupnost’ nie je ohrani¢ena.

S rastiicim indexom 7 vzrastaju ¢leny tejto potupnosti.

Teda: Ku kazdému Cislu A existuje Cislo ny také, ze Vn)n, jea,)A. Jednoducho v okoli

Ua(0) su skoro vSetky €leny postupnosti.
Cim vidsia je hodnota A, tym vacsie musime volit’ n.
Z toho vyplyva, Ze postupnost’ ma nevlastnu limitu oo
lim a, = © < VA3an Vn)n, : a,)A

n—>®0

lim a, = -0 < VA3n,Vnr)n, : a, (A

n—>0



Veta IV.9.:

a) Nech {an} je neklesajuca postupnost’. Ak je zhora ohrani¢end, potom ma

vlastnt limitu a.
lima, = a;a, < apreVn e N

n—» 0

Ak nie je zhora ohrani¢end, potom lim a, = o.

n— o

b) Nech {an } je nerastica postupnost’. Ak je zdola ohranicend, potom ma vlastna
limitu a.
Ak nie je zdola ohranic¢enad, potom lim a, = —o.
Veta IV.10.:
a) Ak je postupnost’ {an} ohraniend a lim b, = oo,potom:
n—>
lim(a, + b,) = ®

n—>o0

b,)
lim(a, — b,) = —0

n—>

lim % = 0;akb, = OpreVn € N

b) Ak lim a, = a, lim b, = oco,potom

n— n—>o

lim(a, + b,) = o

n—»

lim(a, — b,) = ®

n—» o0

C) Ak lim a, = o, lim b, = —oo,potom

n—> 0 n—> 0

lim(a, - b,) = »

n—0

lim(a, + b,) = —o

Dosledok ku a:

n—>0 n—>w

Ak lim b, = o0, a Vne N je b, # 0, potom limbL =0.



Cislo e

Délezitu ulohu v matematike ma postupnost’, ktorej n — ty ¢len je a, = (1 + —) .
n
Podla binomickej vety plati:
1Y n\l (n)1 nyl1
a,=|1+—| =1+~ |—+| = |5 +..+| = |—=
n 1)n \2)n n)n"
141+ n(n —21)+ ”(n—l)(? -2) L n(n—-1)\n-2).(n—n+1)
2ln 3ln nln"

b OIS () G (R OIS

Pre a,+1 Clen plati:

n+l
a,,=|1+ : =2+—|1- : +l 1- 1 1- 2 +..+
n+1 2! n+1 3! n+1 n+1
L S U N PRI S
(n+1)\ n+1 n+l n+l

Porovnavame odpovedajuce ¢leny v postupnosti a je vidiet’, ze

o togo2go 2 gonstyonsl
n n+1 n n+1 n n+1
teda a,(a,, tj.postupnost je rastica.

. 1Y .
Je zrejmé, ze 1([1 + —j ,2teda kazdy Clen postupnosti je vacsi ako 1.
n

Pre k£ > 2 plati:

k_1<1, a rovnako l= ! ( !

n K 1234k 2"

1-—

Potom mo6zeme a, Clen postupnosti ohranicit’:

an<2+l+l+...+i<2+l+i2+...+ 11:2+l l+l+...+ 12 =
21 3 n! 2 2 2" 2 2 2"

1 n—1
1 1_[2j 1 n—1 1 n-1
oo | N =2+1—(—j :3—(—J .
2| 1 2 2
2

Odtial’ vyplyva, Ze 1{a, (3, teda postupnost’ je rastiica a ohrani¢end a podl'a Vety IV.7.

je konvergentna. Jej limitu budeme oznacovat’: lim(l + —j .

n—o n

D4 sa ukazat, ze Cislo e je su¢tom nekonecného radu:

e=2,71828...



Vypocet limit postupnosti.

Pozname tieto typy neurcitosti:
o0 0

0 0 now 0
—,00—00,17,00",07,0.00,—,0

o0
Pri postupnostiach sa najcastejsie vyskytuji neurcitosti:
o0
—,0 - Oooloo
o0

a) Limity typu i
o0

Ak mame pocitat’
1
. P(n) . an’ +an' 4. 4+a gk
bim g, =l e,
n*
Vydelime menovatel'a a ¢itatel'a n* a pouzijeme Vetu IV.8 aIV.10

Pr:
1 , . .
. 3 —2n45 2 . 3-2i4sL lim3—2.lim +5.lim -
me e s T T Im s = i 3im
n2 n n n
3-20+50 3
4+0+3.0 4
Pr:
Vn?+2n—1 L 3y 21 3flimy+2lim-5 - lim-©
hm= = S = e



Poznamka: Vysledok limity vieme najst’ aj bez vydelenia Citatel'a a menovatel'a mocninou

n* nasledovne.

1) Ak s=k t.j. najva¢si mocnitel’ menovatel’a sa rovna najvacsiemu mocnitel'ovi

¢itatela , potom |ym Pgng = Z_O
n 0

n—>0
2) Ak s<k t.j. najvacsi mocnitel Citatel'a je mensi ako najvacsi mocnitel’ menovatel'a

, potom l[im SEZ; =0

n—0

3) Ak s>k t.j. najvacsi mocnitel Citatel'a je vac¢si ako najvacsi mocnitel’ menovaterl’a,

P(n)

potom hmﬂ =100 (v zavislosti od znamienok ao,by).

b) Limity typu oo — o0
V takomto pripade pouZzijeme jednu z nasledujicich moznosti

1) Déme vyraz (n-ty ¢len postupnosti) na spolo¢ny menovatel’

n2 nz—nz—n —n
Pr: = lim T oy = -1
1}59[ 1 j lim =" lim =

2) Vyraz (n-ty ¢len postupnosti) nasobime vhodnou jednotkou.
Pripometime si ze (a —b)(a +b)= a® —b*
(a—b).(a2 +ab+b2)= a’—b’

nt+2n+3 +4n? +5n+1 ~

hl’n(\/n2 +2n+3—\/n2 +5n+1)

Pr- nose n? +2n+3+n> +5n+1
1. —3n+2 3
=11m =75
n—>e \/n22n+3+\/n2+5n+1 2

lim (J_ \/7j \/n4 - 3’14 V(nz )] =

n—o \/ n4 +
Pr:

hm 3112(114—11 + 2n? —1)

I




3) Vyuzijeme vlastnosti logaritmickej funkcie:

log, x—log, y =log, X x.log, vy = logay X
Y

Pr.  |imnlin(z+3)-Inn]= limln(n : 3)" _ lnlim(” . 3)11

n—>0 n—»0 n—>0

¢) Limity typu 17

k
. .. . 1
Tieto limity poCitame pomocou vzorca hm(l + %j =e

lim("2) " =tim{1+- %] -

i \ N+ 1 Py n+1
1 2k+3 1 3
~ljm(1+} {nm[wﬂ } lim{1+7) =¢
k—o k—o k—w

) n+3)" n+3
hmln( . ] =In hm(
Pr: . 23

33 3
:lnlim[lJr’l—J =1n hm(l+%] =1Ine’

n—>x0 3 n—x0 3

1. 3]’l-|—2 3;1—2_ 3oo_oo
mi 5~ 2

n+7 ! 1"
Pr: 1im(5n_3) =(g) =0

:— n=2k+1 =
n+1

Pr:

=]

- i 14+2+43+...+n Ii (n+1)n 1
- m —— -lim_7—F=7
n—o 4n* +1 no 24/4nt +1 4

I 1+3+5+7+...+(2n-1) 2n-1 1 n’ 2n+l)
}gl n+1 2 g}} n+l 2

_1. 2n* =2n* =3n-1 __i
nlgl 2(n+1) 2

Pr:
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